XXVI. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Somorja, 2017

9. évfolyam

1. feladat
Adott egy sikon 2017 (kiilénb6z6) pont ugy, hogy nem esik mind egy egyenesre. Bizonyitsuk be, hogy meg
lehet adni a sikon olyan korlapot, amelynek hataran rajta van az adott pontok koziil legalabb harom, de a
belsejében egy sem.

Dr. Kantor Sandor, Debrecen

Megoldas
Vizsgaljuk meg az adott pontokbol képezhetd pontparok tavolsagat. Mivel ezekbdl csak véges sok van, nyilvan
van koztiik olyan, aminél nincs kisebb. Legyen ez |AB| .

Az |AB| atméroju kor belsejében nincs adott pont, hataran van ketto.

Az adott pontok kozo6tt van olyan P pont, amelyik nincs rajta az AB egyenesen (ugyanis nincs minden pont
rajta egy egyenesen).

Az AB szakasz O felezépontjabol induld, AB egyenesre merdleges f félegyenes legyen az AB egyenesnek
ugyanazon a partjdn, mint a P pont.

Az f félegyenesen levé K kdzépponty,

AK| sugari k korlap alkalmas K -val a keresett korlapot jelenti.
Ugyanis k -nak az AB hurral lemetszett kisebbik szeletének belseje az |AB| atmér6ji kor belsejében van, ahol

nincs adott pont, a nagyobbik szeletében az |OK| nullatél induld novelésével akkor kapjuk az alkalmas K -t, ha

a hataron elészor jelenik meg valamilyen adott pont: egy C pont, és esetleg vele egyszerre tobb is. Tehat k
belsejében nincs adott pont, hataran pedig legalabb 3: A B, C.

2. feladat
Az ABC derékszogii haromszogben a CB befogo felezOpontja M, az AC befogd felez6pontja N, ahol

|BN| =19 és |AM | =22. Mekkoraaz AB atfogd hossza?
Dr. Kantor Sandorné, Debrecen
Megoldas
Legyen |BC|=2a, |AC|=2b.
Pitagorasz tétele szerint 19° = (2a)* +b?
valamint 22° =a’ + (2b)*.
Ezeket osszeadva 5(a” +b?) =197 + 222 =845,
tehat a® +b* =169, és innen |MN| =13.
Mivel |AB|" = (2a)% + (2b)? = 4(a® +b*) = 4-169,
igy |AB|=2-13=26. (Vagy: |AB|=2-13=26, mivel
MN az ABC haromszog kézépvonala.)

3. feladat
A téblara felirtunk 2015 darab D betiit, 2016 darab B betiit ¢s 2017 darab C betiit. Ketten jatszanak. A soron
levd jatékos letorol 2 nem egyforma betlit és a harmadikat irja helyiikbe. Pld. letor6l egy D-t és egy B-t és felir
egy darab C-t. A jaték befejezddik, ha csak egyfajta betli maradt a tablan. Ha D betli maradt, akkor a kezdd
jatékos nyer, ha B maradt, akkor a masodik nyer, C betli esetén dontetlen. Kinek van nyerd stratégiaja?
Indokoljatok!

Mészaros Jozsef, Joka

Megoldas
A jaték kezdetén sok betli van, pontosan 2015+2016+2017. Konnyen lathat6, hogy minden 1épés utan a betiik
mennyiségének dsszege 1-el csokken, tehat a jatek végén csak 1 betli marad.



Kezdetben a betiik paritasa n, p, n. Egy lIépésben minden betli szama *1-el valtozik, igy a paritas n, p, n — rol
p, N, p — re valtozik, stb.

Tehat a B betiik szdma mindig kiilonbozik a D és C betiikétdl — ezek paritasa mindig egyforma. A jaték végén
két betlibél 0 darab lesz, tehat mindkett6 paritasa p. Ez csak a D és C betiikkel érhet6 el, tehat marad a B betil,
mégpedig a jaték barmilyen lefolyasa utan. Mivel a jaték lefolyasatdl fiiggetleniil, mindig csak a B betii(k)
marad(nak), ezért csak a masodik nyerhet. Tehat nyerd stratégiaja annak a jatékosnak van, aki hagyja a masikat
kezdeni.

4. feladat
o . . 1 3 1 . .
A valos szamok halmazan oldjuk mega ,|— — 7 <—- 2 egyenldtlenséget!
X X
Balint Béla, Zsolna
Megoldas.
Természetesen X #0.
1 . . 1 3 11 ,
Ha x<0, akkor =<0, ez pedig ellentmondashoz vezet: 0< 22 < < 3 <0. Tehat x>0.
X X X
, 1 3 o2 4, 2 . .\
Egyuattal 0< — —— , tehat X <~ ésinnen X<— , mivel x pozitiv.
X° 4 3 J3
y , , . 1 3 1 1 1. 1 o
Az adott egyenlStlenséget négyzetre emelve kapjuk: — 2 <—-—+ 7 innen — <1, végiil x>1.
X X° X X

Az egyenldtlenség megoldéasa: X e (;l; 2/ \/§> .

5. feladat
Az A természetes szam n darab egyforma szamjegybdl all, a B természetes szam szintén n darab egyforma
szamjegybdl all, a C természetes szamot pedig 2n darab egyforma szamjegy alkotja. Ugyanakkor n>2 esetén
A’ + B =C is teljesiil. Hany ilyen szamjegy harmas teljesiti a feltételeket?

Toth Sandor, Kisvarda

Megoldas
Legyen A= x.r.1.x , B=y...y, C= z.z.n.z , ahol x,y,z szamjegyek, tehat
n__ n__ 2n
A=1.1-x= 10 -1 , B= 10 -1 y, C= 107 -1, z. Ezeketaz A’ +B=C egyenl6ségbe helyettesitve
R 9 9

n_1\2 n__ 2n
kapjuk (20" -1 2 +10 1 y = 10 1Z

81 9 9
Beszorozva 81-¢l és osztva (10" —1)-el kapjuk: (10" —1)x* +9y =9(10" +1)z, majd rdvid atalakitasok utan
*) (10" —-1)(x*-92) =9(2z ).

Ha x*> -9z =0, akkor szintén 2z —y =0 és ez megoldast ad minden n > 2 -re, mégpedig
z=1,x=3,y=2, vagy z=4, x=6, y=8 megoldasokat.
Ha x*—9z =0, akkor az n paraméterre két esetet vizsgalunk meg.
a) n=2 esetén az (*) egyenlet alakja 11(x* —9z) = 2z -y, tehat 11 osztjaa (2z — y)-t. Ez kétféleképpen
lehetséges: vagy 2z —y =0, és ekkor x*—9z =0, ami a feljebb emlitett megoldasokat adja, vagy
27—y =11 (ugyanis —9<2z—y<18). Az utobbi esetben x* -9z =1 és mivelhogy X, Y,z
szamjegyek, egyetlen megoldas van: z=7, Xx=8, y=3.
b) n>3 esetén az (*) egyenletben 10" —1>999 , tehat csak a 22—y =0¢s x*—9z=0 ad megoldast, amit
mar viszont feljebb vizsgaltunk.

Osszegezve:
Minden n> 2 -re két megoldas van, mégpedig z=1, x=3, y=2, é z=4, x=6, y=8,viszont n=2
esetén z=7, X=8, y=3 szamjegy harmas is megoldas.



6. feladat

Hatérozzuk meg az dsszes olyan n természetes szdmot, amelyekre n>—10n+23, n>—9n+31 és n* —12n+46
primszamok!
Kiss Alexandra és Fedorszki Adam, Beregszasz

Megoldas
Az adott harom szam Osszege
n>-10n+23+n°-9n+31+n”*-12n+46 = 3n*-31n+100= =2n*-30n+n(n—1)+100.

Itt minden 6sszeadando paros, tehat az 6sszeg paros.

Ha a harom szam mindegyike primszam, akkor pontosan az egyik egyenld kettovel.

Sem az n*-12n+46=2 egyenletnek sem pedig az n°—-9n+31=2 egyenletnek nincs természetes gyoke.
Tehat n® —10n+23=2, ésinnen n=3 vagy n=7.

Még meg kell vizsgalni, hogy ezek primszdmokat adnak-e.

Ha n=3, akkor n>—=9n+31=13 és n®* —12n+46 =19, tehat primszamok.

Ha n=7, akkor n> —9n+31=17 és n*—12n+46 =11, tehat primszamok.

Vilasz: a keresett szdmok N=3 és n=7.

10. évfolyam

1. feladat

Adott a sikon 2017 (kiilonbdz6) pont ugy, hogy barmely 3 koziil kivalaszthatdo 2, melyek tavolsaga 1-nél

kisebb. Bizonyitsatok be, hogy a 2017 pont kozott talalhaté 1009 olyan, amelyek egységsugaru korben lesznek.
Meészaros Jozsef, Joka

Megoldas

Legyenek A és B a 2017 pont koziil a legtivolabb elhelyezkedd pontok és irjunk koréjiik k(A7) és 1(B;1)

koroket. Legyen C egy tetszbleges pontja az adott ponthalmaznak. A C pont k(A;l)-be vagy I(B;l)-be fog

tartozni (ellenkezd esetben a feladat feltétele nem teljesiilne). Kovetkezésképpen a 2017 pont koziil legalabb
1009 e korok valamelyikébe fog tartozni.

2. feladat
Egy derékszogl trapéz egyik alapja 5 cm, a masik alap és a derékszogl szar 6sszege 10 cm. Mekkora lehet a
trapéz teriiletének legnagyobb értéke? Mekkora lehet a trapéz keriiletének legkisebb értéke?

Dr. Katz Sandor, Bonyhad
Megoldas

Ha a masik alap X, akkor a derékszogii szar 10— x. Igy a teriilet
t=05-(5+X)10-x)= =05-(50+5x—x*) =28_-1.(x-5),

D
X ¢ Ennek a maximuma % —28125cm?.

10-x b Fejezziik ki a trapéz nem derékszogii b szarat:
b® =(10-X)*+(5-X)* = 2x* —30x+125=
=2(x—18)? +12,5 . A trapéz keriilete

k=15+b.Ez x= % -nél minimalis és ekkor

| 5-x|
A c B

K, =15cm+412,5 cm =18,54 cm.

3. feladat
Oldjatok meg a kovetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan:
6 1 7 12

Jx=2017 -9 /x—2017 -4 /x-2017+4 /x—2017+9
Nemecsko Istvan, Budapest



Megoldas. Természetesen X > 2017 és vezessiik be a /X—2017 =a jelolést.
Ekkor a>0, a=4, a=9.

, 6 1 7 12
Igy + + + =0
a-9 a-4 a+4 a+9

Innen: 6(a+9)(a*—-16)+(a+4)(a* —81) +7(a—4)(a* —81) +12(a—9)(a®* -16) =0,
(a® —16)(6a+54+12a—108) +(a> —81)(a+4+7a—28) =0,

(a? —16)(18a—54) + (a? —81)(8a—24) =0,

18(a* —16)(a—3) +8(a® —81)(a—3) =0,

(a—3)(18a>—18-16+8a*>—8-81) =0,

(a—3)(26a% —936) =0,

tehat 26(a—3)-(a%>—36)=0.

Ebbdl a=3 vagy a=6 (mivel a>0).

Ha a =3, akkor x=2026. Ha a=6, akkor x=2053.

A valos szamok halmazan két megoldas van: x =2026 és Xx =2053.

4. feladat
Van-e 1000 olyan egymast kovetd egész szam, melyek kozott pontosan 5 primszam van?

Roka Sandor, Nyiregyhdza
Megoldas.
El6szor is van 1000 olyan egymast kovetd egész szam, melyek kozott nincs primszam, nevezetesen pld. ezek:
100142, 100143, 10014, ..., 1001+1001.

,,Léptessiik” a megadott 1000 szamot tartalmazé blokkot 1-gyel lefele, azaz mindegyik szam helyett 1-gyel
kisebbet vesziink.

Ilyen léptetésnél a blokkban levé primek szama maximum 1-gyel valtozhat, mert egy szamot elhagyunk és
bevesziink helyette egy masik szamot.

Vegyiik észre, hogy az elsé 1000 pozitiv egész szam kozott tobb mint 5 primszam van.

Tehat lefele 1épkedve van olyan blokk, amelyben pontosan 5 primszam van.

Masik megoldas.
Igen, pld. ezek: —988,-987,...,0,1, 2,...,11.

5. feladat
Az ABC haromszogben CAB4 = 40° és CBA4 = 80°, a haromszog kortilirt korének kozéppontja az O pont.
CBA% szogfelezéje a D pontban metszi az AC oldalt. Bizonyitsatok be, hogy a DOB haromszog koriilirt
korének kozéppontja az ABC haromszog C pontbdl induldé magassagvonalara illeszkedik!

Biro Balint, Eger
Megoldas. A feltételeknek megfeleld abrat készitiink (1. abra).




1. abra

Az ABC haromszdg belsé szogeinek 0sszege 180°, ezért ACBA = 60°.

Ez azt is jelenti, hogy az ABC haromszog hegyesszogli haromszog, ezért az abran k-val jelolt koriilirt korének
0 kozéppontja a haromszog belsé pontja, a C pontbdl induld magassagvonal E-vel jelolt talppontja pedig az AB
szakasz belsé pontja. 1 pont

A BD egyenes felezi a CBA4-et, igy DBA4 = 40°, ebbdl rogton kovetkezik, hogy a DAB haromszog egyenld
szaru haromszog, tehat DA = DB.

Eszerint az AB szakasz OF felezomerélegesére illeszkedik a D pont, mégpedig ugy, hogy az O pont a DF
szakasz belsd pontja, hiszen ellenkezd esetben a k, kor O kozéppontja az ABC haromszdg kiilsé pontja lenne.
1 pont

A DO szakasz felezépontjat G-vel jeloltiik, a DOB haromszog koriilirt korének koézéppontja illeszkedik a DO
szakasz felezOmerdlegesére, ez az egyenes az ABC haromszog C pontbol indulé magassagvonalat az M pontban
metszi.
A feladat megoldasahoz elegendd bizonyitani, hogy az M pont a DOB haromszog koriilirt kérének kdzéppontja.
1 pont

Ehhez el6szor kiszamitjuk a DOB haromszog szogeit.

A kozépponti és keriileti szogek 0sszefiiggése szerint az AOB egyenldszart haromszogben

AOB4 = 120°, ezért FOB4 = 60°, ebbdl pedig DOB4 = 120° adédik. A DFB derékszdgii haromszogben
pedig DBF4 = 40°, és igy FDB4 = ODB4 = 50°.

A DOB haromszog két szoge tehat DOB# = 120° és ODB4 = 50°, ezzel azt kapjuk, hogy

DB0O4 = 10°. 1 pont

Ugyancsak a koézépponti és keriileti szogek Osszefliggése miatt az AOC egyenldszaru haromszégben AOC4 =
160°,igy ACO4 = DCO4 = 10°.

Azt kaptuk tehat, hogy az OD egyenes ugyanazon oldalan fekvd C és B pontokbdl az OD szakasz egyarant 10°-
os szogben latszik, hiszen DBO4 = DCO4 = 10°, ez pedig azt jelenti, hogy a DOB haromszog koriilirt korére
illeszkedik a C pont. 1 pont

Ezutan megrajzoljuk a DOB haromszog ky-mel jelolt koriilirt korét, amelynek az AB oldallal valé masodik
metszéspontjat a 2. abran H-val jeloltiik.

2. 4bra



Az ABC haromszog koriilirt korében a kozépponti €s kertiileti szogek 0sszefliggésébdl adodik, hogy BOCA =
80°, eszerint a BC szakasz az O pontbol 80°-os szdgben latszik. 1 pont

A BC szakasz a DOB haromszog koriilirt korének hurja, hiszen a C pont a fentiek szerint illeszkedik a ky,
korre, ezért ez a hur a kertileti szogek tétele miatt a kor H pontjabdl ugyancsak 80°-os szogben latszik.

Eszerint a CBH haromszog egyenlészari haromszog, amelynek HB alapjat a CE egyenes merdlegesen felezi.
2 pont

Mivel pedig a DOB haromszog k), koriilirt korében OD és HB hurok, amelyek felezémer6legesei rendre a GM
¢s EM egyenesek, ezek M metszéspontja tehat a DOB haromszog koriilirt korének kozéppontja.

Ezzel igazoltuk a feladat allitasat, amely szerint a DOB haromszog koriilirt korének kézéppontja éppen az M
pont, ez pedig illeszkedik az ABC haromszog C  pontbol induld6 magassagvonalara

1 pont

Osszesen: 9 pont

6. feladat
A valdés szamok halmazan oldjatok meg az x*+3x°+ px®+3x+1=0 egyenletet p=3,25 esetén! A p

paraméter mely értékei esetén lesz az x* +3x° + px® +3x+1=0 egyenletnek négy kiilonbdzd valos gydke?
Dr. Katz Sandor, Bonyhad

Megoldas
Az egyenlet reciprok, tehat x°-tel osztva és y=Xx+1/x-et helyettesitve kapjuk az y*+3y+p—-2=0
egyenletet. Ennek p=3,25 esetén két gyoke van: y=-2,5 és y=-0,5. Csak az el6bbihez tartozik x (mivel

[x+1/X>2), mégpedig x=-2 és x=-05, tehat p=3,25 esetén az egyenletnek ez a két valés megoldasa
van: x=-2 és x=-0,5.

f(yY Mivel az y=x+1/x egyenletnek csak |y|>2 esetén  lesz
két kiilonb6z6 megoldasa, ezért az
y>+3y+p—-2=0 egyenletnek két kettdnél nagyobb abszolut
} értekll gyoke kell legyen.

f(y)=y*+3y+p-2=(y+15)°+ p—4,25, ezért a parabola
csticspontjanak elsé koordinatdja és ezért két 2-nél nagyobb
vagy két —2-nél kisebb gyok nem lehet.

Csak ugy kaphatunk két, az |y| >2 feltételnek megfeleld

gyokot, ha az egyik gyok —2-nél kisebb, a masik 2-nél nagyobb. Ennek sziikséges ¢€s elegendd feltétele, hogy
f(-2)=4-6+p—-2<0¢s f(2)=4+6+ p—2<0. Mindkét feltétel p <-—8 esetén teljesiil.

11. évfolyam

1. feladat

A Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny résztvevoi délutdn is hasznosan toltik az idejiiket: sakkversenyt
rendeznek. A versenyzok két kategoridba oszthatok: kockakra €és nagydgyukra. A versenyen mindenki mindenki
ellen jatszott egy mérkdzést. A verseny vége utan észrevették, hogy minden versenyzd a pontszamai felét éppen
a kockék elleni mérkézésein szerezte. Mutassatok meg, hogy ha m az 6sszes versenyzd szamat jeloli és nem

volt egyetlen dontetlen sem, akkor Jm egész szam.
Kekerak Szilvia, Kassa
Megoldas

Jeloljiik a kockak szamat Kk -val, a nagyagyukét pedig n-nel. Az 6sszes mérkozés szama nyilvan m(m-1)/2.
Tegyiik fel, hogy a gyézelemért 1 pont jar, a vesztes 0 pontot kap (igy minden mérkdzésen egy pontot osztanak



sz¢t). Ha két kocka jatszik egymads ellen, mindig kocka nyer. Ezért a kockdk 6sszegylijtott pontszama a kockak
elleni jatszmaikban osszesen k(k—1)/2. A feladatbol tudjuk, hogy Gsszesen éppen ennyi pontot gyijtottek a

kockak a nagyagyuk elleni jatszmaikban. Hasonldéan a nagyagyuk Osszesen n(n—1)/2 pontot szereztek a
nagyagyuk elleni jatszmakban, és ez egyenld a kockak elleni jatszmaikban gytijtott 6sszpontszammal. Igy
k(k-1) n(n-1)
+ =kn.
2 2

nyilvéan igaz, hogy:

Ekvivalens atalakitasokkal: k> —k+n”>—n=2kn, k*-2kn+n’=k+n, (k—n)>=k+n.

Mivel k+n=m, ezért m négyzetszam, techat Vm egész szam.
Masik megoldas.

Jeloljiik a kockak szamat k -val, a nagyagyukét pedig n-nel. Természetesen m=n+Kk és az 6sszes mérkdzés
szama nyilvan m(m—1)/2. Tegyiik fel, hogy a gyézelemért 1 pont jar, a vesztes O pontot kap. gy minden

mérkdzésen egy pontot osztanak szét, tehat az 6sszes megszerzett pontok szama m(m—-1)/2.

Ha két kocka jatszik egymas ellen, mindig kocka nyer. Ezért a kockak megszerzett pontszama a kockak elleni
jatszmaikban 6sszesen k(k —1)/2. A feladatbol tudjuk, hogy dsszesen éppen ennyi pontot gylijtottek a kockak a

nagyagyuk elleni jatszmaikban, tehat a kockak osszesen k(k —1) pontot szereztek. Hasonldan a nagyagyuk
Osszesen n(n—1)/2 pontot szereztek a nagyagyutk elleni jatszmaikban, és ez egyenlé a kockak elleni
jatszmaikban gyiijtott osszpontszammal, tehat a nagyagyik osszesen n(n—1) pontot szereztek. gy nyilvan

m(m-1)

igaz, hogy k(k—-1)+n(n-1) = . Mivel m=n+k, ezt az el6z6be behelyettesitve hosszabb, de egyszerii

2. feladat

Minden természetes N> 2 - re bizonyitsatok be a 3°"" >n* +10 egyenlétlenséget!
Dr. Bencze Mihaly, Bukarest és Balint Béla, Zsolna
Megoldas
Indukciéval. Ha n=2, akkor 3°** =27 >26=2%+10.
A masodik 1épésben megmutatjuk, hogy ha az egyenldtlenség érvényes valamilyen n-re, akkor érvényes
(n+1) -re is, tehat bebizonyitjuk a kovetkez6 implikaciot:
ha 3*"* > n* +10, akkor 3*™9™* > (n+1)* +10.
Szamoljunk: 3*™VT=3""=-9.3"""1 > 9.(n* +10), s itt felhasznaltuk az indukcios feltételt. Most elég

megmutatni, hogy 9-(n*+10)=9n*+90> (n+1)* +10.

4 4
Viszont n>2-re érvényes [n_ﬂj < (gj = f—g <9, innen 9n*>(n+1)*, tehat annil inkabb
n
9n* +90>(n+1)* +10.
3. feladat

Legyen f(x)=x*+6x+1 és jelolie M a koordinata-sik azon (X;y) pontjainak a halmazat, amelyekre
f(X)+ f(y)<0 és f(x)— f(y)<0.Mekkoraaz M ponthalmaz teriilete?
Dr. Kantor Sandorné, Debrecen

Megoldas
fOX)+ f(y)=x2+6x+1+y* +6y+1=(x+3)*+(y+3)*-16,
f(X)= f(y)=x>+6x—y* -6y =(X—y)(X+Yy+6).

A feltételek szerint:



) (x+3)°+(y+3)*<16;
I (x—y)(x+y+6)<0.

Az 1) egyenldtlenség altal meghatarozott ponthalmaz egy (—3; —3) kdzépponta korlap, amelynek sugara 4.

A 1I) egyenldtlenség két egyenldtlenség rendszerbe irhato at:
a) Xx—-y>0 és Xx+y+6<0;
b) x—y<0 és x+y+6>0.

Az a) esetben y<x és y<-x-6;

b) esetben y>x és y>-6-X.

Tehat mindkét esetben egy-egy félsikot hataroznak meg az 1, illetve —1 meredekségi, a (—3;—3) ponton
atmend egyenesek.

Az M ponthalmazt az dbran sotétitéssel jeloltik, teriilete a 4 sugara félkor teriiletével egyenld, vagyis 8 .

x x3 x4

4. feladat. A természetes szimok halmazan oldjatok meg a kdvetkezd egyenletet: X—y————+—=2017.

y y y

Kovdces Béla, Szatmarnémeti

Megoldas. Legyen X t, te N.Ekkor x=t-y és az egyenlet 0ij alakja t-y—y—t—t* +t* =2017.
y

Atalakitva: y(t—1)—t+t*(t—1)+1=2017+1, majd (t—1)(y—-1+t%)=2018=1-2-1009, ahol 1009 primszam.
A t-1e {1; 2;1009} harom lehetdségbdl a t =1010 nem allhat fenn, mert a bal oldalon a t* tal nagy.

Hat-1=1,akkor t=2, y=2011 és x=4022.
Hat-1=2,akkor t=3, y=983 és x=2949.
Tehat két megoldas van: (4022 ,2011) ¢és (2949, 983).

5. feladat
Kati papirbol haromszogeket vagott ki. Mindegyik haromszognek volt egy 5 cm és egy 11 cm hosszl oldala, és
a harmadik oldal hossza szintén cm-ben mérve egész szam volt. Pisti észrevette, hogy semelyik két haromszog
nem volt egybevago, de ha kivagott volna Kati még egy, a szabadlyoknak megfelel6 haromszdget, akkor az
biztosan egybevago lett volna valamelyik korabban kivéagottal. A kivagott haromszogekkel Kati és Pisti jatszani
kezdett. Felvaltva léptek. Egy lépésben egy hegyesszogli, vagy egy tompaszogli, vagy két tompaszogi
haromszdget lehetett elvenni. Az nyert, aki utoljara Iépett. Melyik jatékosnak volt nyerd stratégiaja, ha elsOként
Kati 1épett?

Erdds Gabor, Nagykanizsa
Megoldas



A harmadik oldal a haromszog-egyenldtlenség miatt lehet 7, 8, 9, ..., 15 cm, vagyis Kati 9 darab haromszoget
vagott ki. A Pitagorasz-tétel miatt akkor lesz a haromsz6g hegyesszogii, ha a harmadik oldala 10, 11 vagy
12 cm, tehat a jaték kezdetén a kupacban 3 hegyesszogli és 6 tompaszogli hdromszog volt. Ha csak a
hegyesszogliekkel jatszananak, akkor a kezddnek lenne nyerd stratégidja, hiszen 6 venné el az elsé és a
harmadik darabot. Ha csak a tompaszogliekkel jatszananak, akkor a masodikként 1épének lenne nyerd
stratégiaja, hiszen ha a kezd6 1-et venne el, akkor 6 2-t, illetve forditva, igy kettejiik 1épése utdn mindig 3-mal
csOkkenne a haromszogek szdma. Katinak tehat elsore egy hegyesszogiit kell elvenni, igy marad 2 hegyesszogl
¢s 6 tompaszdgli. Ezutan mar csak arra kell ligyelnie, hogy mindig ugyanabbdl a kupacbol vegyen el, mint
amibdl Pisti elvett, és miutan 6 is lépett, a hegyesszogiick szama paros, a tompaszogiliek szama pedig 3-mal
oszthato legyen.

6. feladat
Adott egy olyan ABC haromszog, melyben BACZ =60° és ABCZ =50°. Legyen O egy olyan pontaz ABC
haromszdg belsejében, melyre AOCL=100° és CBOL =30°. Hatarozzatok meg az OCBZ mértékét!

Biro Béla, Sepsiszentgyorgy
Megoldas
Gondolatmenetiink szemléltetésére hasznaljuk a mellékelt abrat.

C

B

Tekintsiik azt az O' pontot a haromszog belsejében, amelyik ugy helyezkedik el a BO félegyenesen, hogy

BCO'£=30°. Az AO’, BO' és CO' osszefutd egyenesekre alkalmazva a Ceva-tétel trigonometrikus alakjat
sing sin40° sin30° _

sin(60°— B) sin30° sin20°

Egyszeriisités és atrendezés utdn sin 3 -sin 40° =sin(60°— f)-sin 20°, B <(0°, 60°) trigonometriai egyenlethez

jutunk.

A szinuszok szorzatat koszinuszok kiilonbségévé atalakitva a

cos(40° — ) —cos(40° + ) = cos(40° — f5) —cos(80° — ) egyenlethez jutunk, ami egyenértékii a kovetkezével:

cos(40°+ ) = cos(80°— ), B <(0°, 60°).

Mivel a koszinusz fliggvény a (O°, 180°) intervallumon csokkend, ezért az elébbi egyenlet egyetlen megoldasat

a 40°+ £ =80°—p elso foku egyenlet szolgaltatja, amibdl S =20°.

Emiatt az AO'C£=100°. Tehat az AC szakasz a haromszog belsejében 1évé O és O' pontokbol is 100°-0s

sz0Og alatt latszik. Innen adodik (a latokorivek tétele alapjan), hogy az O és O’ pontok egyrészt egy A ¢és C

végponti koriv pontjai a haromszog belsejében, masrészt egy, a B -bdl kiinduld félegyenes pontjai is, ezért

egybe kell esniiik, amibdl mar az kovetkezik, hogy OCBL=0'CB£ =30°.

irhatjuk, hogy:

12. évfolyam
1. feladat
A valos szamok halmazan oldjatok meg a kovetkezd egyenletrendszert:

X-y=1 X+y-cos’z=-2.
Dr. Minda Mihaly, Vac
Megoldas. Az elséfoku egyenletbdl kifejezziik x-et, s az elsé egyenletbe helyettesitjiik: y-(—y+cos® z—2) =1.
Ezt rendezve masodfokt egyenletet kapunk: y*+(2—cos®z)-y+1=0.
Ennek csak akkor van valos gyoke, ha a diszkriminans nem negativ, azaz (2—cos®z)* —4>0, vagyis
(2—cos’®z)* > 4.
Mivel 0<cos®z <1, ez csak akkor allhat fenn, ha cos®z=0.



EbbSl cosz =0, tehat z=(2k+1)%, keZ.

Az eredeti egyenletrendszerbe cos z =0-t visszairva kapjuk: x-y=1, x+y=-2 .
Ennek az egyenletrendszernek x=-1 ¢és y=-1 a megoldasa.

Az x=-1, y=-1¢s z=(2k+1) %, keZ értékek kielégitik az eredeti egyenletrendszert.

2. feladat
Néhany papirlapra felirtuk a 2017-nél nem nagyobb pozitiv egész szamokat. Mindegyik szamot pontosan egy
lapra irtunk fel. Az egy lapra irt szamok koézott nem volt két olyan szam, amelyek koziil a kisebbik osztdja a
nagyobbnak. Mennyi volt a papirlapok szamanak legkisebb lehetséges értéke? Maximum hany darab szam
szerepelhetett egy papirlapon?

Erdds Gabor, Nagykanizsa

Megoldas. A 2 hatvanyait kiillonboz6 lapra kellett irnunk.

Mivel 2017-ig a legnagyobb 2-hatvany 1024=2", igy 1-t81 2017-ig 11 darab 2-hatvany van, vagyis legalabb 11
lapra sziikség volt.

Viszont 11 lapra adhat6 konstrukcio: az elsd lapra irjuk az 1-t, a masodikra a 2-t 4s 3-t, majd a folytatasban
mindig a 2-hatvanytol kezdjiink 4j lapot, vagyis a k-ik lapon 2**-t3l 2% —1-ig legyenck a szdamok (kivéve az
utolso lapot, ahol 2017 a legnagyobb).

Biztos, hogy egy lapon egyik szdm sem lehet a masik tobbszorose, hiszen a lapra irt legkisebb szam kétszerese
sincs mar ezen a lapon.

1-t61 2017-1g 1009 paratlan szam van. Skatulyaelv alapjan, ha 1009-nél tobb szam keriil egy lapra, akkor van
koztiik két olyan, amelyeknek ugyanaz a legnagyobb paratlan osztoja.

Ha két szdmnak ugyanaz a legnagyobb paratlan osztdja, akkor a felbontdsuk prim tényezdkre csak a 2
kitevojében tér el, igy a kisebb osztdja a nagyobbnak. Vagyis az egy lapra irt szamok darabszama nem lehet
1009-nél tobb.

Ennyi viszont lehet, pld. ha 1009-t61 2017-ig irjuk a szamokat egy lapra. Itt egyik szam sem osztdja a masiknak,
hiszen 2-1009 = 2018 > 2017.

3. feladat

Az ABCD konvex négyszogben a kdvetkezd szogek ismertek:
BCAZ =40°, BACZ=50°, és BDCL =25°. Hatarozzatok meg a
négyszog atloi altal bezart szoget.

Dr. Ripco Sipos Elvira, Zenta

Megoldas:
ABC £ =180°—-50° —40° =90°

D rajta van a BC koriil megfelelé 25°-os latoszogkoriv D ’C ivén,
ahol D’ a BA félegyenes és a koriv metszéspontja. gy végtelen sok
megoldas lehetséges:

Mivel 0°<B<90° (1asd az abrat), ezért az atlok altal bezart ¢ szog a
(40°;90°] intervallum barmelyik eleme lehet.

4. feladat

1 1 NE 1

Bizonyitsatok be, hogy

+ 273+ )
cosb0° cos70° cos10°

Dr. Bencze Mihaly, Bukarest

Megoldas. Ismert goniometriai és algebrai identitasokat hasznalva kapjuk:



c0s50° = cos(60° —10°) = cos 60°- cos10° +sin 60°-sin10° = %cosloo + % -sin10°,

3

cos 70° = cos(60°+10°) = cos 60° - cos10° —sin 60°-sin10° = %cole" + - -sin10°,

1 N 1 cos70°+cos50°  cos10°
cos50° cos70° cos50°-cos70°  cos50°-cos70°

B 4cos10° B 4cos10° _ 4cos10°
(c0s10°++/35in10°)(cos10° —+/3sin10°)  cos®10°—3sin?10°  4cos?10°-3

_ 4¢0s%10° _ 4cos’10°-3+3 1 . 3 B
c0s10°(4c0s?10°—3)  c0s10°(4cos’10°—3)  cos10° cos10°(4cos?10°—3)
1 3 1
= + =2-v3+ .
cos10° cos30° cos10°
(Az utolso eldtti egyenldség indoklasa: cos3x = cos X - (4cos® x—3) konnyen levezethetd)

5. feladat
Az f fiiggvény minden valés X,y szamparra eleget tesz az f(X)+ f(y)=f(X+y)—xy-1
fliggvényegyenletnek és f (1) =1. Hatarozzatok meg az f fliggvény kovetkezo értékeit: f(17), f(1/2) és
f(@/3).

Olah Gyorgy, Révkomarom és Balint Béla, Zsolna

Megoldas. Tudjuk, hogy f (1) =1, ezért f(1)+ f(n—1)=f(n)—(n-1) -1, tehat f(n)=f(n-1)+n+1.
Innen f(2)=4, f(3)=8, f(4)=13, f(5)=19, f(6)=26, ... és itt a kiilonbségek 4,5, 6, 7,... sorozatot

n(n+3)

alkotnak. Ebbdl konnyen rajoviink, hogy f(n)=-1+ minden természetes n-re és ezt indukcioval

egyszerlien be is bizonyitjuk. Tehat f(17)=169.

Az adott feltételbél f(1/2)+ f(1/2)=f(@1)-1/4-1=-1/4 ,tehat f(1/2)=-1/8.

Tovéabba

2-f@/3)=f@W3)+f(1/3)=f(2/3)-1/9-1=f(2/3)-10/9, f(/3)+f(2/3)=f(1)-2/9-1=-2/9, és
ebbdl a két egyenletbdl mar konnyen megkapjuk a keresett értéket: f(1/3)=-4/9.

Masik megoldas. Az adott fiiggvényegyenletb6l f(1)+ f(1)=f(2)—1-1, tehat f(2)=4. Hasonldan
f(2+f(2)=1(4)—-4-1, tehat f(4)=13. Ismételve az eljarast kapjuk, hogy f(8)=43, f(16)=151, és
végil f(Q)+ f(16) = f(17)—-16-1, ahonnan f(17)=169.

Az f(1/2)=-1/8 és f(1/3)=-4/9 értékeket ugyanugy kaphatjuk meg, mint feljebb.

6. feladat

Atablara fel van irva egymas utan n darab valos szam. Ezek aszamok a kovetkezd tulajdonsaggal

rendelkeznek: ,,Ha tetszOleges mennyiségli szamot letorliink gy, hogy a tablan maradt szamok csokkend

sorozatot alkotnak, akkor ez a sorozat legfeljebb k hosszusagh.” Bizonyitsatok be, hogy a tablan 1évé Osszes

szam befesthet6 legfeljebb k szinnel ugy, hogy az egyforma szinli szamok névekvé sorozatot alkossanak.
Kekerndak Tamas, Kassa

Megoldas. Eldszor megmutatjuk, hogy milyen stratégiaval fogjuk kiszinezni a szdmokat. Kezdjiik a szinezést
balrol. Az elsé szamot szinezziik ki az elsd szinnel. Ezutan jobbra haladva beszinezziik ezzel a szinnel az 6sszes
olyan szamot, amely nagyobb az el6z6 beszinezett szamtol. {gy haladunk addig, amig mar nincs jobbra
nagyobb szam, amit beszinezhetnénk az elsé szinnel.



Ezutan ujra visszatériink a sorozat elejére, €s az elsé szamot, ami még nincs kiszinezve, kiszinezziik a masodik
szinnel. Ezutan ezzel a masodik szinnel is az ¢l6z6 stratégia szerint szineziink.

Ezt alkalmazzuk mindaddig, amig nem fogyunk ki a szinekbdl. Két lehetéség van: vagy sikeriilt kiszinezniink
(maximum) Kk szinnel a szamokat, vagy ennél a szinezésnél maradt legalabb egy szam a tablan, aminek nem
jutott szin. Most megmutatjuk, hogy az utébbi eset ennél a stratégianal nem lehetséges.

Tegytik fel, hogy van a tablan olyan A szdm, amit nem szineztilink ki (az els6 ilyen szamot vessziik balrol).

Az, hogy ezt a szamot a k szin koziil egyikkel sem tudtuk kiszinezni, azt jelenti, hogy még miel6tt eljutottunk
volna ehhez a szamhoz, volt olyan szam, amely nagyobb téle, és azt kiszineztiik a kK szin egyikével. Ez azt
jelenti, hogy az A, szamtol balra minden szinbdl van legaldbb egy olyan szam, ami nagyobb téle. Most

megmutatjuk, hogy ezekbdl a szamokbol tudunk egy olyan csékkend sorozatot képezni, amely k szamot
tartalmaz, €s ezekbdl mindegyik mas szini.

Vegyiik az elsé szamot az A -t6l balra, amelyik nagyobb téle, és a k .-ik szinnel van kifestve. Legyen ez
aszam A, . Ilyen szam biztos van. Most menjiink az A, szamtol balra és legyen A _; az aszam, ami téle
nagyobb és a (k —1).-ik szinnel van kifestve. Ilyen szam is biztos van, mivel ha az A, -t6l balra mar csak kisebb
(k—1).-ik szinnel kifestett szamok lennének, akkor A, -t sem kellett volna 0j szinnel kifesteni. Hasonléan
tudunk talalni egy A _, szamot, amely az A, -t6] balra van és a (k —2).-ik szinnel van kifestve (mert ha nem
lenne ilyen, akkor az A, , sem lehetne (k —1).-ik szindi, hisz példaul a (k —2).-ik szinnel is kifesthettiik volna).
fgy haladunk tovabb, amig eljutunk az A szémhoz. Megmutattuk tehat, hogy talalunk a tablin egy A, ..., A
csokkend sorozatot; viszont mi tudjuk, hogy A, kisebb mint A, , ezért ennek a sorozatnak A, is tagja. Ez
azonban ellentmond annak, hogy a leghosszabb csokkené sorozat legfeljebb k hosszusagt, hisz ez k+1.

Ellentmondashoz jutottunk, ezért ezzel a stratégidval biztos ki tudunk szinezni minden szdmot legfeljebb
k szinnel.



