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SzENC 2017

1. évfolyam — Megoldasok

1. feladat: Egy dobozban 12 000 azonos méretii kis kocka van. Legaldbb hany ilyen
dobozra van sziikségiink, ha a benniik 1év6 kis kockakbol egyetlen nagy kockét szeretnénk
kirakni gy, hogy egyetlen kis kocka se maradjon ki?

(Fondd Tibor)

Megoldas: Primtényez6k szorzatdra bontva: 12000 = 2°-3%.53. Nyilvdn ahhoz, hogy
ennek tobbszordse a lehetd legkisebb kobszdm legyen, 2b - 32 = 18-cal kell szorozni, tehdt
18 darab dobozra van szikség.

2. feladat: Legfeljebb hany huszart tudunk elhelyezni egy hagyoményos 8 x 8-as
sakktdblan gy, hogy semmelyik kettdé ne iisse egymast?
(Kekendk Szilvia)

Megoldas: Megmutatjuk, hogy el tudunk helyezni 32 huszart. Ehhez elég észrevennink,
hogy a huszar tetszoleges lépése soran az ellenkezd szini mezore ugrik. Ha minden huszdrt
pl. a fekete mezékon helyezink el, akkor biztosan semmelyik kettd sem titi eqymdst. Még
azt kell megmutatnunk, hogy tobb huszdrt nem tudunk elhelyezni. Ehhez elég parba dllitani
az eqyes mezoket ugy, hogy ha az eqyiken dll eqy huszdr, akkor a vele pdrban levore mdr
nem dllhat eqy masik. Ezt a kovetkezo képpen tudjuk megcsindlni:

1121314
317112

Ezt alkalmazzuk 8-szor a sakktdbldra. Innen mdr nyilvanvalo, hogy 32 a feladat meg-
olddsa.

3. feladat: Hatdrozzuk meg az Osszes olyan egész egyiitthatés P(z) = ax + b
polinomot, amelyre egyidejtileg teljesiil:

P(1) < P(2) és (P(1))*+ (P(2))* = 5.
(Mészdros Jozsef)

Megoldas: Nyilvin P(1), P(2) egész szdmok és 5 = (+1)? + (£2)? az egyetlen le-
hetéség az 5 felirasdra két négyzetszam dsszegeként. Figyelembe véve, hogy P(1) < P(2),
csak a kovetkezd lehetdségeket kapjuk a (P (1), P(2)) rendezett szampdr értékeire: (—2, —1),
(—2,1), (—1,2), (1,2). Masrészt P(1) =a+b és P(2) = 2a+ b, igy négy kétismeretlenes
eqyenletrendszert kapunk. Ezek megolddsa utdn kénnyen latjuk, hogy a feladatnak megfe-
lelé polinomok a kévetkezék: P(x) = x, P(x) =3z — 4, P(x) =2 — 3 és P(x) = 3x — 5.



4. feladat: Hatarozzuk meg a

\/57—40¢§+ \/68—48\/5

Osszeg értékét!
(Miko Istvin)

Megoldas: Jeloljiik a keresett dsszeget S-sel. Ekkor

= /57 —40v2 + /68 — 48V/2

— /25— 40V2 4 32 + /36 — 48/2 + 32
= /(56— 4v2)2 + /(6 — 4V/2)?

5 —4v/2| +16 — 4v/2

42— 546 — 42

1.

N »nn &”n Oy
I

A keresett osszeg értéke tehdt 1.

5. feladat: Legyenek a,b és ¢ nullatdl és egymastol kiilonbozo olyan valds szamok,

amelyekre fennall az

1 1 1
a+-=b+—-=c+ -
b c a

egyenlGség. Hatarozzuk meg az abc szorzat Osszes lehetséges értékét!
(Kekendk Szilvia)

Megoldas: Az egyenletek rendezésével:

b 1 1 b—rc
a—b==-—-= )
c b be

Hasonloan:
c—a
b—c=
ac
s
a—>b
c—a= )
ab

Osszeszorozva a 3 egyenletet:

a—b)(b—c)(c—a)'

a2b?c?

(a—bB)b—c)e—a)="

Mivel a, b és ¢ paronként killonbézbek, egyszerisithetink (a — b)(b — ¢)(c — a)-vel, ahon-
nan a*b*c® = 1, ezért abc = £1. Ne felejtsiik el megmutatni, hogy léteznek olyan
szamhdrmasok, amelyre abc felveszi az adott értékeket. Példaul az (1,—1/2,-2), ill.
(—1,1/2,2) esetében az abe értéke +1 dll. —1.



6. feladat: Allapitsuk meg annak a hatszognek a teriiletét, melynek minden belso
szoge 120°, oldalainak hosszisaga pedig rendre 1; v/3; 1; v/3; 1 és v/3.
(Fondd Tibor)

Megoldas: FEgészitsik ki a hatszoget egyenld oldali hdromszoggé az 1. dbra szerint.
A hatszog teriletét megkapjuk, ha a “nagy” hdromszog teriletébdl kivonjuk a 3 “kicsi”
hdromszog tertletét:

-(2+\/§)(2+\/§)~£—3-1-1.1.£:3+\/§.

T =
2 2 2

N —
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2. évfolyam — Megoldasok

1. feladat: Egy lizemben az igazgaté 6 munkas kozott kardcsonyi jutalmat akart
kiosztani 1 : 2 : 3 : 4 : 5 : 6 ardnyban. Kideriilt azonban, hogy az a munkas, aki a
jutalomra szédnt pénz 1/7-ét kapta volna, nem végezte el rendesen a feladatait, igy az
6 jutalmat az igazgatd 1/3 résszel csokkentette, emiatt csak 21 600 tallért kapott. Az &
eredeti jutalménak 1/3 részét az igazgat6 ugy osztotta el a tobbiek k6zott, hogy jutalmaik
eredeti ardnya megmaradt. Hany tallért kaptak az egyes tovabbi munkasok?

(Fondd Tibor)

Megoldas: A jutalom teljes dsszegét 142+3+4+5+46 = 21 részre kell elosztani, ennek
1/7-e tehdt 3 részt jelent. Ezt csékkentve 1/3-dal, a maradék 2/3 rész (azaz 2 rész a 21-
bdl) tehdt 21600 tallér, ebbdl egy rész 10800 tallér. A teljes dsszeg tehdt 21-10800 = 226800
tallér, amibol 21600-at levonva a tobbieknek 205200 tallért kell szétosztani 1 :2:4:5:6
aranyban (ami 18 rész), tehdt az egyes tovdbbi munkdsok rendre 11400, 22800, 45600,
57000 és 68400 tallért kaptak.

2. feladat: Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:

1 2 1
r—-=x"4+-.
4 4
(Vincze Norbert)
Megoldas: Nyilvdnvalo feltétel: = > 1/4. Jeldlje t = m—% > 0. FEkkor az
eqyenletiink t = x* + }1 alakot veszi fel, ahonnan t — 2 = %. Viszont, ne feledjik, hogy
t=/x — 1, ezt négyzetre emelve: t* = x — 1, azaz 1 = v — t*. Innen:
t—a2? = x—t?

t2—2’+t—z = 0
(t—x)(t+2+1) = 0.

Nyilvan t+x+1 > 0+ 3—1 +1 > 0 miatt csak at = x eset lehetséges. Ezt visszahelyettesitve:

%\
=

r = —
2 _ _ 1
2 = x—1
1:2—a:+i = 0
1\2 __
(-3 =0
1

Az egyetlen megoldds tehdt x = 1/2, amirdl prébdval gybzédhetiink meg.



3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges x és y valds szamok esetén fennall az
(z =Dy +1) <2’ +y’

egyenlotlenség!
(Vincze Norbert)

Megoldas: Rendezzink az egyenlitlenséget:

4y —ry—z+y+1 >0

202 + 2y — 2y — 22+ 2y +2 >0

2 —2xy+ P+ -2+ 149> +2y+1 >0
(z—y)P+(x-1*+@y+1)?* >0

Az utobbi egyenldtienséq bal oldala hdrom teljes négyzet dsszege, igy biztosan nemnegativ.
Nulldaval akkor lehetne egyenld, ha mindharom zardjelben nulla lenne, ami csak akkor dll
fenn, hax =y, x =1 ésy = —1, ami ellentmondds, igy a bal oldal biztosan pozitiv. Ezzel
az allitast igazoltuk.

4. feladat: Adott az ABCD trapéz. Az E és F pontok rendre a D és C' csticsok
vetiiletei az AB oldalon. Bizonyitsuk be, hogy a fligg6legesen satirozott teriiletek Osszege

egyenl6 a duplan satirozott rész tertiletével!
(Fondd Tibor)

D C
A ) F B

Megoldas: Jeloljik az egyes terileteket a 2. dbra szerint. A DAC és DBC hdrom-
szogek terileteinek dsszege éppen a DEFC' téglalap tertletével egyenld, igy

N+Ty+T7+Th+ 1+ 15 =T + 15 + 15 + 1,

amibol Ty + Tr + Ts = T3, amit bizonyitani akartunk.

D C
T
Ty 13 T
T, . °
Ty ° Ts
A E F B

2. abra.



5. feladat: Bizonyitsuk be, hogy annak a hatjegyii természetes szamnak, melynek
tizes szdmrendszerbeli alakja Tyzyzy, ahol z,y € {0,1,...,9} és & # 0, nincs 97-nél
nagyobb primosztoéja.

(Mészdros Jozsef)

Megoldas: Nyilvan

zyzyzy = 10°%2 + 10%y + 1032 + 10%y + 10z + y
= 10101 - (10z +y) =3-7-13-37- (102 + y).

Innen ldthato, hogy elég a 10x + y primosztoit vizsgdlni. Mivel 100 +y < 100, és a
legnagyobb primszdm 97, amely nem nagyobb 100-ndl, ezért az dllitds konnyen beldathato.

6. feladat: Dontsiik el, hogy készithetiink-e egy 4m x 4m méretii négyzethalot 5 darab
8 méteres kotéldarab segitségével, ha az egyes koteleket nem szabad elvagni.

(Fondd Tibor)

Megoldas: Figyeljik a 3. dbrdn kigelolt 12 pontot. FEzekbol paratlan szdmi sza-
kasz indul, tehdt itt valamely kétéldarabkdnak végzddnie (vagy kezdddnie) kell. Az 5
kotéldarabkdnak viszont csak osszesen 10 végzodése van, emiatt a négyzethdalot nem tudjuk
elkésziteni.

3. abra.
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3. évfolyam
1. feladat: Az egész szamok halmazan oldjuk meg az
2 4y + o = 2

egyenletet!
(Mészdros Jozsef)

Megoldas: Szorozzuk be 4-gyel az eqyenletet majd adjunk mindkét oldaldhoz 4xy + 1-et.

402 +8xy +4y* +1 = 4day? +4ay +1
dr+y)?*+1 = (2oy+ 1)~

Bevezetve az X =2xy+ 1 ésY = 2(x +y) jeldléseket kapjuk, hogy
X2 -y?=1.

Mivel X és Y egész szamok és négyzeteik kulonbsége 1, ez csak ugy lehet, ha Y = 0 és
X € {—1;1}. Innen nyilviny = —x és ezt behelyettesitve a mdsik feltételbe: 1—2x? = +1.
A két mdsodfoki egyenlet megolddsa utdn kapjuk, hogy a feladatnak hdrom kilonbozd
megolddsa van: (z,y) € {(0,0), (1,—-1),(—1,1)}.

2. feladat: Taldljuk meg az 6sszes olyan p primszamot, amelyre teljestil, hogy 2p + 1
egy pozitiv egész szam kobe.
(Kekenak Tamds)

Megoldas: A feladatban adott pozitiv egész szdm kobét jelolje a®. Nyilvin p = 2

nem meqgoldds, tehdt tovabb mdr feltételezhetyiik, hogy p pdratlan. A feladat alapjdn:
2p + 1 =a?, innen a® pdratlan, azaz a is pdratlan. Kissé dtalakitva az egyenletet kapjuk:

2p=a’-1=(a—1)(a*+a+1).

Mivel a pdratlan, és a®> +a+1 > 1, ezért muszdj, hogy a®> + a + 1 = p teljesiiljon. Innen
mar ldatni, hogy a — 1 = 2, tehdt a = 3, valamint 2p + 1 = 27, ahonnan p = 13.

3. feladat: Egy iskolai tancmulatsag folyaman 6sszesen 270 kiilonb6z6 par tancolt.
Az els6 lany 11 fiaval, a méasodik lany 12 fiaval, ..., az utolsé lany minden fitval tancolt.
Hény lany és hany fiu vett részt ezen a tancmulatsagon?

(Miko Istvin)

Megoldas: Jeldljik a lanyok szamat n-nel. Az elsé lany (1 4+ 10) fidval, a mdsodik
(24+10) fidwal, ..., az n-dik lany (n+10), azaz minden fitval tancolt. gy a tdncold pdarok
szama:

(1+10) + (24 10) + ... + (n+ 10) = 270.



Az egyenlet baloldala eqy szamtani sorozat elsé n elemének az dsszege, tehdt:

1+1 1
n. LF O>;(”+ 9 _ 970,

Az egyenletet rendezve kapjuk a két gyokot: n = 15, illetve n = —36. A megolddsok koziil
a 15 felel meg a feltételeknek, igy lanyok szama 15 a fiuk szama pedig 25.

4. feladat: Az M és N pontok az AB = 1 hosszusagu szakasz f0lé szerkesztett félkor
pontjai, mikézben az ABM N négyszog olyan trapéz, melybe kor irhaté. Hatarozzuk meg
a trapéz BM és AN szarainak hosszat!

(Fondd Tibor)

Megoldas: Hasznaljuk az 4. dbra jeloléseit. Az ABMN sziikségszeriien egyenldszdri
trapéz, és amennyiben x-szel jeloljik az LN = NR = KQ szakaszok hosszdt, gy felirhato
a Pitagorasz tétel a KQN és BQN hdromszogekre:

NQ*=0,5* -2 é NQ*=(05+2)*—(0,5—x2)

A két egyenldség bal oldala megegyezik, igy a jobb oldalak is egyenldek. Az ebbdl kapott
egyenlet pozitiv megolddsa x = (/5 — 2)/2.

4. abra.

5. feladat: Adottak az a és b természetes szamok. Tudjuk, hogy a és b relativ primek
és azt is, hogy (a+0)/(a—b) egész szam. Mutassuk meg, hogy az ab+1 és 4ab+ 1 szamok
valamelyike négyzetszam!

(Kekenak Tamds)

Megoldas: Legyen %Ij = m. Ebbdl a +b = ma— mb. Rendezve: § = ;Z—J_rl Mivel
a és b relativ primek m + 1 = ka és m — 1 = kb, valamilyen megfelelé k egész esetén.
Osszeszorozva a két egyenletet: m2 — 1 = k2ab, tehdt m?® = k2ab + 1. Mivel azonban
k osztja az m + 1 és m — 1 szdamokat, igy osztja a kulonbséguket is, ami egyenlo 2-vel.
Tehdt k*> = 1 vagy k? = 4, ahonnan behelyettesitve az m? = k?ab + 1 egyenletbe, mdr a

bizonyitando dallitast kapjuk.



6. feladat: Az z és y valés szdmokra teljesiil az 2% + y? — 1 < xy egyenlStlenség.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor
r+y—lr—yl <2

(Mészdros Jozsef)

Megoldas:
Vezessiik be azu=x —1 ésv =y — 1 jeloléseket. Ekkor az adott eqyenlitlenség az

u? v Fu+ v <uw
eqyenlitlenséggel ekvivalens, a bizonyitando egyenldtlenség pedig az
u+v < |u—uv

alakot veszi fel.
A feladatunk tehdt az, hogy az

W+ vt utv<uww = u+v<|u—0|
implikaciot bizonyitsuk. Tegyiik meg ezt indirekt modon, azaz feltételezzik, hogy
W+ vrtutv<uww  és utov>|u—1v

eqyszerre teljestlnek.
Vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett all fenn a mdasodik egyenldtlenség. Két
esetet kilonboztetink meg:

1.) Hou>wv, akkoru+v>ju—v| < u+v>u—v < v>—v < v >0.
2.) Hov>wu, akkoru+v > |lu—v| <= u+v>v—u <= u>—u <= u>0.

Ebbol az esettanulmdnybol kovetkezik, hogy a mdsodik egyenlédtlienséq csak akkor dallhat
fenn, ha u és v eqyike sem negativ.
Viszont ha u és v sem negativ, akkor
2 .2
P buto> 2> LY

> uv,

ami ellentmondds az elsd egyenldtienséggel.
Osszegezve tehdt leszogezhetd, hogy ha igaz az u? + v* +u + v < uwv egyenlétlenség,
akkor biztosan nem igaz az u+ v > |u — v| egyenldtlenség, igy u +v < |u — v|.
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4. évfolyam
1. feladat: Bizonyitsuk be, hogy a
Vin)=n*> n+1)2-(n—1)-(n—2)

kifejezés oszthato 48-cal minden n természetes szam esetén!
(Mészdros Jozsef)

Megoldas: FElsésorban vegyiik észre, hogy 48 = 3! - 2%, Mivel V(n)-ben van hdrom
egymdst kovetd egész szam szorzata, ezért 3 | V(n). lgy csak azt kell bebizonyitanunk,
hogy 16 | V(n). Ehhez vizsgdljuk az n szdmot 4k, 4k + 1, 4k + 2 és 4k + 3 alakban.

(o) Han = 4k, akkor n* = 16k?, igy 16 | V(n).
(B) Han =4k +1, akkor (n +1)*- (n — 1) = (16k?® + 16k + 4) - 4k oszthatd 16-tal.
(v) Han = 4k + 2, akkor n*(n — 2) = (16k? + 16k + 4) - 4k oszthatd 16-tal.
(6) Han = 4k + 3, akkor (n + 1)% oszthaté 16-tal.
Minden esetben 16 | V' (n), ezzel bebizonyitottuk, hogy 48 | V(n) minden természetes n-re.

2. feladat: Oldjuk meg a valds szamok halmazan a
v+ vV —16=2

egyenletet!
(Miko Istvin)

Megoldas: Az egyenlet baloldaldnak akkor van értelme, ha x > 16. Az y = Yz
és y = o — 16 fligguények szigorian monoton novekvdek, igy az 0sszeqiik is szigorian
monoton novekvd. Az y = 2 értéket az x = 16 pontban felveszi és a monotonitdas miatt
mdr sehol mashol nem veheti fel, ezért a feladat egyetlen megolddsa x = 16.

3. feladat: Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvény értékkészletét:

2+2r+6
x+1

(Fondd Tibor)

Megoldas: Keressiik tehat azon y szamokat, melyre létezik olyan —1-tdl kilonbozo x
szdm, melyre y = (2* + 22 +6)/(x + 1). Ezt az egyenldséget irjuk dt az

P2y +6—y=0



alakba. Ha azt akarjuk, hogy létezzen megfeleld x érték, sziikséges, hogy az elobbi mdsodfoki
egyenlet diszkrimindnsa nemnegativ legyen:

D=(2-y’-4-1-(6-y) >0

azaz

y € (—00,—2-V5) U (25, 00).

4. feladat: Adottak a k1(S1,71) és ko(Ss, r2) korvonalak, ahol o < 1. A kdrvonalak
az A pontban beliilrél érintik egymést. (Lasd a mellékelt abrat!)
Megszerkesztheté-e a k(S,r) kor agy, hogy a ki korvonalat beliilrél, a ko kérvonalat

kiviilrol érintse, és érintse az AS; egyenest is?
(Mészdros Jozsef)

S

ko
Sy o

Megoldas: Legyen k = (S;1) és legyen P a k kor és az AS; egyenes érintési pontja.
Jeloljik tovabbd x-szel azt a szamot, amelyre |xz| = S1P, valamint x < 0, ha P pont az
S1A félegyenesen, és x > 0, ha P az S1A-val ellenkezd félegyenesen fekszik. P = S
esetén természetesen x = 0. Fkkor az Sy, Sy és P pontok barmely elrendezddésénél
SoP =11 — 1o+ x. Legyen P az AS, azon pontja, ahol k érinti AS;-et.

5. abra.



Az 5. dbra alapjdn felirjuk a Pitagorasz-tételt az SPS, hdaromszogre:

S18% = (ry —r)* =r? + 27

amelybol
2

2rir = r% —x°.
Az SoPS hdromszighdl (re +1r)? =12 + (1) — ro + )2, vagyis
2ror = 12 — 2ryry + 2(r) — 7o) + 22
Az (1) és (2) egyenletekbdl kikiiszoboljik r-et, ekkor x-re a

(ry +ra)x? + 2 (ry — o)z + 73 — 3riry =0

masodfoki egyenletet kapjuk. A (3) egyenlet diszkrimindnsa:

D = 4ri(ry — r)? — 4(ry + 1) (1] — 3r3ry) = 16073,

A (4) alapjin a (3) gydkei:
™ (37"2 — 7’1)
)= ——F
1+ T2
€s xo = —r1 ami nem felel meg.
A feladatnak éppen akkor van megolddsa, ha |z| < 1, vagyis ha

3 _
|37 7”1\<

1.
1+ 7o
Ez az egyenlotlenség egyenértéki a
3rg —r1 < 11+ 79, azaz 11 < 7T9;
illetve az
ry— 3rg < rq+ 1o, azaz 0 <17y

egyenldtlenségpdrral, ami mindig teljesiil. Ellendrzéssel meggydzddhetiink arrdl, hogy az (1)
egyenletben szerepld r kielégiti a feladat feltételeit (v értéke negativ is lehet). Ehhez a r-hez

két, AS, egyenesre nézve szimmetrikus megoldds tartozik.

5. feladat: Az a,b, c pozitiv szamok 6sszege 1. Bizonyitsuk be, hogy érvényes

Vida+14+Vab+ 1+ Ve +1 < 5.

(Fondd Tibor)

Megoldas: A 4a+ 1+ V4b+ 1 + /4c + 1 kifejezés értéke novekszik, ha minden

tagjahoz eqy pozitiv szamot adunk hozzd, tehat

Vida+14+Vab+14+Vide+1 < Viaa2+4a+1+ Va2 +4b+1+V42 +4c+1 =

=2a+1)+2b+1)+(2c+1)=2(a+b+c)+3=>5.



6. feladat: Hany olyan 13 betli hosszusagi, A és B betiikbol kirakott szé létezik,
amelyben nem allhat két B betii kozvetleniil egymés mellett?
(Kekendk Tamds)

Megoldas: A feladatot rekurzios modszerrel fogjuk megoldani. Jeloljik s,-nel a fel-
adatnak megfelelo n-hosszusagu szavak szamdt. FEzek kozil Sqn-nel, ill. sp,-nel azokét,
amelyek A-ra ill. B-re végzddnek. Két segéddllitast haszndlunk fel: sun + Spn = sn (€2
egyértelmiien igaz) €s San = Sn—1 (Mmivel minden n—1 hosszisdgu szo végére hozzdadhatunk
egy A betiit, és nyilvan igy kapjuk meg az dsszes A-ra végzddd, n-hosszusagi szot). Konnyen
beldtjuk, hogy sy = 2, ill. sy =3, mivel A, B ill. AB,BA, AA a feladatnak megfeleld egy
ill. kettd hosszisdgu szavak.

Egy n hosszusagu szobol, amely B-re vézddik, csak ugy kaphatunk n 4+ 1 hosszusdguit,
hogy hozzdatesziink eqy A betit. Azoknak a szavaknak a végére, amelyek A-ra végzodnek,
hozzdtehetiink A és B betiit is. fgy megkapjuk a rekurziv képletet:

Sn+1 = 25an + Spn = San T (San + Sbn) = Sp + Sp—1.

Innen mdr gyorsan ki tudjuk szdmolni a sorozat 13. tagjat, ami 610.



